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Abstract

ニュートンの運動方程式 F = mäには座標が登場するが、自然界には特別な座標はない。座標に依存しな

い力学としてはハミルトン力学がある。また量子力学は当初、波動力学や行列力学として誕生したが次第に

ハミルトン系のポアソン構造の量子化と認識されるようになった。今回は物理学の量子化と幾何学の関係に

ついて考える。

1 接束と物理学

多様体M に対して接束 TM が定義されるが、物理

学の問題はこの上の問題と考えることができる。具

体的にはハミルトン方程式
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が相当する。

2 斜交多様体の変形量子化

斜交多様体（シンプレクティック多様体）M の定

義は
∃ω ∈ ∧2ΓT ∗M − {0} s.t. dω = 0

の存在である。dx ∧ dp ∈ ∧2Γ {T ∗ (TM)}は条件を
満たす斜交形式となる。つまり物理学の量子化は斜

交多様体の変形量子化によってなされる。変形量子

化とは

∗ : C∞ (M) [[ℏ]]× C∞ (M) [[ℏ]] → C∞ (M) [[ℏ]]

であり、

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

を満たす。実際にはより広い分類であるポアソン

多様体の変形量子化の存在が示されている。ち

なみに斜交多様体のポアソン構造は {f, g} =

Xfg, (ω (Xf , ·) := df)で定まる。

3 ケーラー多様体の変数分離変形

量子化

とは言え実際に変形量子化=非可換積を求めるこ

とは困難であり、より強い制約の範囲内で非可換積を

求めることが考えられる。幾何学において斜交構造

を持つ多様体としてはケーラー多様体がある。ケー

ラー多様体は当初エルミート接続の捻れが 0になる

複素多様体として考えられていたが、斜交多様体に

もなる。斜交形式は ω (X,Y ) := g (X, JY )である。

ケーラー多様体の場合は変数分離変形量子化という

量子化が存在し、一部の係数を算出するアルゴリズム

が存在する。f ∗ g := Afg,Af =
∑∞

n=0 ℏnAn, An =

an,α (f)
∏n

i

(
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,Φ : ケーラーポテンシャルの

とき

[An, ∂l̄Φ] = [∂l̄, An−1]

が成り立つ。

4 局所対称ケーラー多様体の変数

分離変形量子化

より強い制約として局所対称性がある。局所対称性

はリーマン多様体上に定義されており∇µRνρσ
λ = 0

が条件である。対称空間は局所対称性を持つ。この

条件の下に非可換積の係数の間に漸化式を作ること

ができる。
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5 複素射影空間の変数分離変形量

子化

ユークリッド空間にはモイヤル積が定義されてい

るので、比較的素朴な局所対称ケーラー多様体は複

素射影空間と複素双曲空間である。複素射影空間に

おいてはシンプルな漸化式が存在し、Karabegovの

方法で求めた Lz̄L とも一致する。
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