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Abstract

本研究では，ブラックホールの重力レンズ効果による見かけの光度の変化の解析を行った。近い将来，影の

観測により撮像が可能になると考えられているブラックホールに対し，数多くの光源モデルが提案され，撮

像の予測が行われているが，重力場が測地線束の幾何に与える影響による変更を考慮したブラックホール像

に関する議論は深く行われていない。本研究では，測地線束の発展を数値的に計算することによって，重力

レンズ効果を解析した。ここでは簡単のため，光源は無限遠に一様に分布していると仮定した。その結果，

ブラックホールの影と同程度のスケールの解像度で観測した場合でも，見かけの光度の変化が十分検出可能

であることを示した。

1 Introduction

一般相対論は光の軌道が重力場によって曲げられ

ることを予言している。代表的な強重力場源として

ブラックホールがある。ブラックホールは光を発する

ことはないため，他の天体のように電磁波による直

接観測を行うことは出来なかった。しかし，ブラック

ホールの「影」を観測することは原理的に可能であ

る。ブラックホールが観測者と光源の間に存在する

場合，光の一部がブラックホールに吸収されること

により影が発生する。この影の形状とブラックホー

ルの持つ物理量 (質量，自転)の関係が詳しく調べら

れている (Hioki & Maeda 2009)。

ブラックホールの直接撮像を実現するには，ブラッ

クホールの影を観測することが重要である。撮像の

期待がかけられているのは VLBI(超長基線電波干渉

法)による観測である。VLBIは，我々の地球の各地

に建設された電波観測施設の観測データを総合する

ことによって，地球スケールの基線長を用いた観測を

行う。VLBIの解像度は日々進歩しており，ブラック

ホール候補の中で最も影スケールが大きいいて座A*

の観測が有望である。いて座 A*は降着円盤やジェッ

トなどを伴っていると予想されており，さまざまな

光源モデルが提案され，それによってどのような像

が観測されるであろうかについて活発に議論が行わ

れている (Takahashi 2004)。それらの研究において

は，ブラックホール周辺の見かけの光度が強重力場

によりどのように変更を受けるかを解析する必要が

ある。

本研究では，光子がヌル測地線に沿って進むと仮

定し，観測者に到達した測地線束の観測球面上にお

ける密度を調べることによって，観測される見かけ

の光度の視線方向依存性を解析した。

2 Methods

本研究では，光子はヌル測地線に沿って進むと仮

定し，測地線方程式を数値的に解くことによって光

の軌道を計算するレイトレーシング法に加え，測地

線束の発展を記述するMatrix Jacobi方程式を利用

する。λを測地線のアフィンパラメータとし，測地

線を xα(λ)で表す。また，測地線の接ベクトルを kα

と置くと，測地線方程式は

k̇α + Γα
βγk

βkγ = 0 (1)

kα(λ) = ẋα(λ) (2)

と表せる。ここで，Γα
βγ はクリストッフェル記号を，

上付きのドット記号は λによる微分を表す。

重力レンズ効果による見かけの光度の変化を調べ

るためには，測地線の発展だけではなく，測地線束

の発展も計算する必要がある。これには測地線偏差

の方程式から求められるMatrix Jacobi方程式を使

う (Perlick 2004)。測地線 xα (λ)に沿った無限小測

地線束 Bを次で定義する：

B =
{
cAYA|c1, c2 ∈ R, δABc

AcB ≤ 1
}

(3)
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ここで添字A,Bは 1または 2の値をとる。また，δAB

はクロネッカーのデルタを表す。ベクトル場 YAは測

地線 xα (λ)上で次の方程式を満たすものとする：

∇k∇kY
α
A = Rα

βγδk
βkγY δ

A (4)

gαβk
αY β

A = 0 (5)

式 (4) が測地線偏差の方程式である。Rα
βγδ は Rie-

mannテンソルを表す。各点 xα(λ)におけるベクト

ル Y α
A (λ)は，xα (λ)の近傍の測地線上の点 x′α(λ)を

結ぶ “連結ベクトル”とみなすことができる。

無限小測地線束の幾何を議論するため，Sachs基底

を導入する (Perlick 2004)。Sachs基底は xα (λ)上で

kに直交する単位直交基底系であり，xα (λ)に沿って

平行移動すると定義し，EA と表す。すなわち，

gαβE
α
AE

β
B = δAB , gαβk

αEβ
A = 0, ∇kE

α
A = 0

(6)

である。Sachs基底EAが張る 2次元面は測地線束の

“断面”と解釈することができる。

YAをEAで分解することを考える。これらのベク

トル場の間に次の関係式が成り立つ：

Y α
A = DB

AE
α
B + yAk

α (7)

Jacobi行列D =
(
DB

A

)
は測地線束の断面の形状を特

徴づける量である。特に行列式 det (D)は測地線束

の断面積を意味することが知られている。式 (4)よ

り行列Dは次のMatrix Jacobi方程式を満たす：

D̈ = DR (8)

R =

(
Φ00 0

0 Φ00

)
+

(
−ψI ψII

ψII ψI

)
(9)

Φ00 = − 1
2Rαβk

αkβ (10)

ψI = − 1
2Cαβγδk

βkδ (Eα
1 E

γ
1 − Eα

2 E
γ
2 ) (11)

ψII = − 1
2Cαβγδk

βkδ (Eα
1 E

γ
2 + Eα

2 E
γ
1 ) (12)

式 (1)，(6)，(8)を数値的に解くことによって測地線

束の発展を計算する。

上述のとおり測地線束の発展を計算するにはレイ

トレーシング法を利用する。計算量を小さく抑える

ため，観測者へ届いた光を逆に過去方向へたどり，ブ

ラックホールの地平線に達するか無限遠へ脱出する

かを調べ，脱出したならば脱出角度と断面積を調べ

る。本研究では，Schwarzschildブラックホールによ

る重力レンズ効果によって観測される像について研

究を行った。Schwarzschild座標系において計量は次

のように表される：

ds2 =−
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2

+ r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

) (13)

ここでM はブラックホールのADM質量である。簡

単のため，角運動量が 0の観測者を考える。そのよう

な観測者の直交基底系は e1 ∝ ∂θ, e2 ∝ ∂ϕ, e3 ∝ ∂r

で与えられる。観測者の天球座標系を (Θ,Ψ)で表す。

観測者を出発する点におけるヌル測地線の接ベクト

ル k0 は (Θ,Ψ)を用いて次のように表される：

kα0 = sinΘ cosΨeα1 + sinΘ sinΨeα2 + cosΘeα3 + eα0

(14)

基底系の自由度は，k0の時間成分が負となり，Θ = 0

のとき内向き動径方向のヌル測地線に接するように

とる。

光源は無限遠の全球あるいは一部分に一様に分布

している場合を考える。光源が一様に分布している

とき，光源面上の表面積 Aと，その表面積から発せ

られる光度 Lは比例する。半径が無限大の光源球を

仮定するため，Aの代わりに，球の中心からの立体

角 Ωを評価する。時空が平坦であれば，測地線束が

ある一点から立体角 Ω0 の広がりを持って出発した

とき，十分遠方で比が ω̃ := Ω/Ω0 = 1となるはずで

ある。したがって，この比 ω̃の値を計算することに

よって，重力レンズ効果による見かけの光度の変化

を調べることができる。

3 Results and Discussion

観測者のいる点の座標を r = 50M, θ = π/2, ϕ = 0

とする。簡単のため，Ψ = 0の場合のみを考える。

これは赤道面上の測地線束の運動を考えることに相

当する。光源の分布とブラックホールの影近傍にお

ける見かけの光度の関係を調べるため，赤道面上の

光源の領域 S の大きさ ϕS を次で定義する：

S = {ϕ ∈ (0, 2π) ;π − ϕS/2 ≤ ϕ ≤ π + ϕS/2}
(15)
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ϕS = 2πは全球に光源が分布する場合を意味する。

Θと ω̃の関係を図 1に示す。この図はΘの各値に

Θ

φs = 2π

φs = π

φs π

図 1: Θと ω̃の関係

対応する無限小測地線束の断面積の関係を表した図

である。ブラックホールの影の近傍で ω̃の値が大き

くなる一方，ところどころに ω̃の値が 0へ近づく点

があることが分かった。ブラックホールの近傍を通

過する測地線束が潮汐力により動径方向に引き伸ば

され，断面積が大きくなったことが ω̃の値が大きく

なった原因であると考えられる。ω̃が限りなく 0に近

づいた測地線束の脱出角度を調べた結果，ϕ ≈ 0また

は ϕ ≈ πであった。これは観測者とブラックホール

を結ぶ動径方向と平行な方向へ測地線が脱出した場

合，見かけの光度が小さくなることを意味している。

実際に観測されるみかけの光度を見積もるため，有

限の大きさを持つ測地線束の断面積の大きさを調べ

る。ω̃をΘの有限区間で積分した結果を表 1に示す。

Θの有限区間の大きさは，ブラックホールの影と同

表 1: 有限大測地線束の断面積
ϕS Θ ∈ [0.11, 0.21] Θ ∈ [0.21, 0.31] Θ ∈ [0.31, 0.41] Θ ∈ [0.41, 0.51] Θ ∈ [0.51, 0.61]

2π 11.96 0.2219 0.04793 0.08781 0.09798

π 6.903 0.2219 0.04793 0.08781 0.09798

1/2π 1.425 0.2219 0.04793 0.08781 0.09798

じスケールを選んだ。表 1から分かるとおり，ブラッ

クホールの影と同等の解像度による観測においても，

ブラックホールの近傍の見かけの光度が，まわりと

比べて大きな値をとっていることが分かる。

4 Conclusion

測地線束の発展を数値的に計算することによって，

ブラックホールの重力レンズ効果が見かけの光度に

及ぼす影響を求めた。全球に光源が分布すると仮定

した場合，ブラックホールの影と同等の解像度によ

る観測においても，ブラックホール影の近傍におけ

る見かけの光度は影から離れたところとくらべて実

に 100倍以上もの大きさになるという結果が得られ

たことは特筆すべきことである。

簡単のため光源モデルに非現実的な仮定を課した

が，計算に用いた手法はより一般的な光源に応用す

ることが可能である。さらにより一般的な時空，例

えばKerrブラックホールやブラックホール連星系に

よる重力レンズ効果を解析することも，計算コスト

が増えるものの原理的には可能である。
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