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修正Teleparallel重力におけるインフレーション

中谷 侑司 (基礎物理学研究所)

Abstract

本発表は論文 Rafael Ferraro & Franco Fiorini (2007)の reviewである。Teleparallel重力とは時空の並進

変換に関するゲージ理論により重力を記述しようとするものである。この理論における時空には曲率が無く

代わりに捩率が存在し、重力は幾何的な性質ではなく単なる力として記述される。基本変数はゲージ原理に

よって現れる四脚場となるが、局所ローレンツ変換の対称性があるため自由度が 16個から 10個に落ちてい

る。これは計量の自由度と一致しており Teleparallel重力が本質的に計量を記述する理論であることを表し

ており、実際に一般相対性理論 (以下 GR と略す)と完全に等価であることが示されている。そこでこの四

脚場を本質的な量と捉える修正重力理論を考える。具体的には Teleparallel重力におけるラグランジアンに

Born-Infeld modelを適用することで局所ローレンツ変換対称性を破り 6個の自由度を復活させるというこ

とを行う。この修正 Teleparallel重力の正当性の検証として空間的に平坦な一様等方宇宙がインフラトンを

導入せずにインフレーションを起こすかどうかを考える。

1 Teleparallel重力

Minkowski時空上で微小並進変換は次のように書
ける。

xa −→ xa + εa (1)

ここで xa はMinkowski座標である。この大域的な
変換の下で不変な理論を考える。これにゲージ原理

を課すと局所並進変換対称性をもつ理論を構築する

ことになるため時空はMinkowski時空である必要が
なくなり、一般的にはまがった時空を考えることに

なる。その時空上で局所的にMinkowski座標 (xa)を
とり局所並進変換

xa −→ xa + εa(xµ)

を考える。xµは一般座標を表す。このとき物質場は

U(ε)φ(xa) = φ(xa+ε(xµ)) = φ(xa)+εb(xµ)∂bφ(xa)

と変換する。特に変換演算子を抜き出すと

U(ε) = 1 + εa(xµ)∂a = 1 + εa(xµ)Pa

となる。Pa ≡ ∂a は並進の生成子である。ゲージ原

理に基づき共変微分を導入する：

Dµ = ∂µ +Baµ∂a　

ここでBaµはゲージ場である。つまりゲージ変換の下

B′µ = UBU−1 − (∂µU)U−1 with Bµ ≡ BaµPa
と変換する量である。ここで

Dµ ≡ haµPa
という四脚場を基本変数として採用する。これより

計量は

gµν = ηabh
a
µh

b
ν

と書ける。次に

0 = ∇νhaµ = ∂νh
a
µ − haρΓρµν

で定義される接続 (Weitzenböck接続)を入れる。こ
の接続は計量と両立 (∇µgρσ = 0)し、かつ曲率テン
ソルが 0である。代わりに捩率テンソル

T ρµν = Γρνµ − Γρµν

は 0でない。
次にこの理論における作用を決める。field strengthは

F aµν = ∂µB
a
ν − ∂νBaµ

= ∂µh
a
ν − ∂νhaµ

これを用いて作用を書き下すと次のようになる。

L =
h

16πG

[
1
4
F aµνF

b
θρg

µθ(αηabgνρ + βhρah
ν
b + γhνah

ρ
b)
]
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ここで h = det(haµ) =
√−gで α, β, γは定数。Yang-

Mills理論とは異なり時空の対称性を扱っているので
ギリシャ文字の添え字とアルファベット添え字を混

ぜる組み合わせが存在する。今 GRと等価な重力理
論を構築しようとすると、この定数の組み合わせは

α = 1, β = 2, γ = −4

と決まる1。この作用を用いるTeleparallel重力を特に
TEGR(Teleparallel gravity Equivalent to General
Relativity)と呼ぶ。Field strengthと捩率の関係式
F aµν = haρT

ρ
µν を用いると Lagrangianは次のように

書き換えられる。

L =
h

16πG
F aµνF

b
θρg

µθ

(
1
4
ηabg

νρ +
1
2
hρah

ν
b − hνahρb

)

=
h

16πG

[
1
4
T ρµνT

µν
ρ +

1
2
T ρµνT

νµ
ρ − T ρρµT νµν

]

=
h

16πG
Sµνρ T ρµν

(
Sµνρ =

1
4

(Tµνρ + Tµρ
ν − T νρµ)

−1
2

(δνρT
µθ
θ − δµρT νθθ )

)

≡ h

16πG
T

最後に定義した量 T は torsion scalarと言う。

2 Born-Infeld model

Teleparallel重力を修正することを試みる。ゲージ
原理により得られた四脚場を局所 Lorentz変換した
もの、つまり

haµ −→ h′aµ = (δab + ωab )hbµ

としたものを用いて上と同じ定式化を行うと La-
grange densityは

T −→ T − ∂(2hµah∂bω
ab) (2)

1GR には四脚場にローレンツ変換分の自由度があるのでこの
変換に関して作用が不変になることを要請すると導出できる。こ
のとき Levi-Civita 接続における Riemann テンソルを Ṙ で表
すと

Ṙ = T − 1

h
∂µ(hT νµν )

となることが示せるので Einstein-Hilbeltの作用と等価であるこ
とが確認できる。

と全微分項が加わるだけなので作用は不変である。つ

まり四脚場の自由度は 16個から 10個に落ちている。
これは GRと等価な理論になっていることからも当
然の結果である。ここでは計量ではなく四脚場を記

述する理論としてこの自由度を復活させる次のよう

なモデルを考える。

LBI =
λ

16πG
h

(√
1 +

2T
λ
− 1

)
(3)

この修正重力理論を Born-Infeld modelと呼ぶ。こ
のモデルでは |Tλ | � 1のとき

LBI ∼ h

16πG
T

となり Teleparallel重力、つまり GRに帰着する。

3 修正Teleparallel重力による宇

宙論解

Born-Infeld modelによる修正重力によって宇宙論
解を求め、インフレーションが起こるかを見る。考

える作用は

S =
∫
d4x

λ

16πG
h

(√
1 +

2T
λ
− 1

)
+ Smatter (4)

変分原理により場の方程式は

4πGhhλaT
ν
λ =

∂σ

((
1 +

2
λ
T

)−1/2

hhλaS
νσ
λ

)
−
(

1 +
2
λ
T

)−1/2

×hhλaSµνη T ηµλ +
λ

4
hhνa

((
1 +

2
λ
T

)−1/2

− 1

)

となる。ここで

T νλ =
1
h
haλ
δSmatter

δhaν

である。平坦な空間をもつ一様等方宇宙の計量は

gµν = ηabh
a
µh

b
ν = diag(N2,−a2,−a2,−a2) である

ので四脚場は

haµ = diag(N(t), a(t), a(t), a(t))
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と表される。以下では N = 1 と規格化する。また
Sourceは一様等方流体

T ρσ = diag(ρ(t),−p(t),−p(t),−p(t))

を考える。場の方程式は対称性から次の二つの式に

なる。

(
1− 12H2

λ

)−1/2

− 1 =
16πG
λ

ρ (5)

(
16H2

λ
+

4H2

λ
q − 1

)(
1− 12H2

λ

)−3/2

+1 =
16πG
λ

p

(6)
ここでH = ȧ/a、q = −(äa)/ȧ2 である。

これらから
d

dt
(ρa3) = −p d

dt
a3

が成り立つ。状態方程式 p = wρを仮定すると

a3(1+w)ρ = const. = a
3(1+w)
0 ρ0

下添え字の 0は現在の値であることを表す。臨界密
度（空間平坦な一様等方宇宙モデルにおける全エネ

ルギー密度）ρcや密度パラメータΩi ≡ ρi/ρcを用い
ると (5)、(6)から次の方程式が導かれる。

ẋ2 + V (x) = 0 : x =
a

a0
(7)

V (x)は次で与えられる有効ポテンシャルである。

V (x) =
λ

12
x2[(1 + β0

∑

i

Ω0ix
−3(1+ωi))−2 − 1]

with β0 =
(

1− 12H2

λ

)−1/2

− 1

この方程式の解の振る舞いについて考察する。１成

分のみを考えると w > −1ならば宇宙初期、つまり
a(t) ∼ 0について

V (x) ∼ −λ
12
x2 (x ∼ 0⇔ a ∼ 0)

=⇒ ẋ2 =
λ

12
x2

=⇒ a(t) ∝ exp

[√
λ

12
t

]
≡ exp [Hmaxt]

最後の等式については、この理論におけるHabbleパ
ラメータの取りうる最大値が

√
λ
12 になっていること

を明示した。実際、torsion scalarは一様等方宇宙に
おいて T = −6H2 であるので作用の形から

−2T
λ
< 1⇐⇒ 12H2

λ
< 1

となることからわかる。

導いた式から宇宙初期において加速膨張が実現して

いることがわかる。しかも wが正の値でもこれは変

わらない。また修正Teleparallel重力の一つの特徴と
して初期特異点がなくなっている。

宇宙初期で輻射優勢 (つまり w = 1/3)だとして a(t)
の振る舞いを α = Hmax/H0 で分けたものが図 1で
ある。宇宙初期以降は加速が収まりHubbleパラメー

図 1: scale factorの振る舞い (点線は GRの結果)

タは小さくなるので

12H2 � λ⇐⇒ −2T � λ

となり GRに帰着する。つまりインフレーションは
自動的に終わる。

インフレーションが終わって GRに帰着する時刻は
パラメータ λに依存する。GRは元素合成の説明に成
功しているので元素合成が始まる時刻 (redshiftに換
算して znucとおく)までにインフレーションは終わら
なければならない。このことから λの値を制限する

ことができる。一成分が優勢な場合のGRのHubble
パラメータの振る舞いは

log
H

H0
=

3
2

(1 + w) log (1 + z)
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ここで z は redshift である。これより GR と修正
Teleparallel重力が接続する時刻 (zt とおく)は大体

(1 + zt)
3(1+w)

2 =
Hmax

H0

である。この時刻が元素合成よりはるかに早いとい

う条件から輻射優勢の場合

zt � znuc ∼ 109 − 1010 (8)

=⇒ Hmax

H0
=

√
λ

12
1
H0
� 1018 (9)

という式が成り立つ。各 αごとの Hubbleパラメー
タの振る舞いを GRと比較したものが図 2である。
実際にこの範囲で元素合成以前にインフレーション

図 2: Hubbleパラメータの振る舞い (点線は GRの
結果)

が終わり GRに帰着していることがわかる。
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