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Abstract

　 timelike粒子の円軌道はその軌道半径に最内安定円軌道 (ISCO:innermost stable circular orbit)と呼ばれる下

限がある. 本研究ではこれらのような軌道を marginal stable circular orbits(MSCO)と呼ぶ [Ono et al. (2014)].

MSCOを体系的に調べるために,静的・球対称時空を仮定してMSCOの半径を導出する方程式を得た. 具体例

として Schwarzschild時空と Kottler(Schwarzschild-de Sitter)時空の場合で調べた. 得られた方程式に Sturmの

定理を用いることで時空のパラメータの変化に応じたMSCOの個数の変化を系統的に調べることができる.

1 背景

Schwarzschild時空において ISCOが存在すること
はよく知られており, 天体力学において重要な役割
を担っている. 例えば重力波天文学では inspiralling
phaseと merging phaseとの境界が ISCOとされてい
る. またブラックホールの降着円盤の内側の縁が ISCO
と関係していると考えられている. さらに, ISCO半
径はブラックホールの質量や電荷などのパラメータ

によって変化するため,将来 ISCO半径を測定できれ
ばブラックホールの無毛定理の検証に役立つと考え

られる.
Schwarzschild 以外の時空では ISCO だけでなく

outermost stable circular orbit(OSCO)が存在すること
がある. そこで本研究ではこれらを合わせてMSCOと
呼ぶ. 個々の Einstein方程式の厳密解についてMSCO
が調べられているが,系統立てられた理解は未だに十
分ではない.

2 MSCO方程式の導出
静的・球対称時空の計量を動径座標 rの関数とし

て以下のように示す

ds2 = −A(r)dt2 + B(r)dr2 +C(r)(dθ2 + sin2 θdφ2) .
(1)

ここでは自然単位系 (G = c = 1)を用いる.
時空の符号 (−,+,+,+) より A(r) > 0 , B(r) >
0 , C(r) > 0である.
Lagrangianを

L :=gµν
dxµ

dτ
dxν

dτ

= − A(r)ṫ2 + B(r)ṙ2 +C(r)φ̇2, ˙≡ d
dτ
. (2)

とする. Euler - Lagrange方程式より保存量を以下の
ように定義する

E := − A(r)ṫ (3)

L :=C(r)φ̇ . (4)

これらから軌道方程式は

ṙ2 =
1

B(r)

(
E2

A(r)
− L2

C(r)
− 1

)
=: −V(r) (5)

となる.
粒子の軌道が円軌道であるためには ṙ = 0 , r̈ = 0

を満たせば良い. また円軌道の安定性がMarginalと
なるには d2V(r)/dr2 = 0 であれば良い [L. Rezzolla,
& A. Zhidenko (2014)].
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これら 3つの条件を (5)式に当てはめると以下の
方程式を得る

E2

A(r)
− L2

C(r)
− 1 = 0 (6)

d
dr

(
1

A(r)

)
E2 − d

dr

(
1

C(r)

)
L2 = 0 (7)

d2

dr2

(
1

A(r)

)
E2 − d2

dr2

(
1

C(r)

)
L2 = 0 . (8)

(6), (7), (8)式を行列で表すと
1

A(r) − 1
C(r)

−1

d
dr

(
1

A(r)

)
− d

dr

(
1

C(r)

)
0

d2

dr2

(
1

A(r)

)
− d2

dr2

(
1

C(r)

)
0




E2

L2

1


=


0
0
0

 (9)

となる. 左辺は計量 A(r), C(r) と粒子のパラメータ
E, Lを分離することができている. 右辺は成分がす
べて 0の列ベクトルだから,左辺の行列式は 0でなく
てはならない.
よって, MSCO方程式は

d
dr

(
1

A(r)

)
d2

dr2

(
1

C(r)

)
− d

dr

(
1

C(r)

)
d2

dr2

(
1

A(r)

)
= 0 (10)

となる. この MSCO方程式は計量 B(r)を含まない.
これは (6)式に B(r)を含まないためである. つまり
Timelikeな粒子の円軌道には計量の grr成分は寄与し

ない.
また E2 , L2 は

E2 = − 1
∆

d
dr

(
1

C(r)

)
(11)

L2 = − 1
∆

d
dr

(
1

A(r)

)
(12)

∆ ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

A(r)
− 1

C(r)
d
dr

(
1

A(r)

)
− d

dr

(
1

C(r)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

となる.
(10)式の MSCO方程式の解となる r を (11), (12)
式から得られる E2, L2 に代入したとき, 0 < E2 <

∞, 0 < L2 < ∞を満たす r, E2, L2 が粒子の軌道が

MSCOのときの値となる. つまり粒子の軌道がMSCO
となる rMS COは必要条件：「MSCO方程式の解」と十
分条件：「0 < E2 < ∞, 0 < L2 < ∞」を満たさなくて
はならない.

3 具体例

Schwarzschild時空
Schwarzschild時空の計量は

ds2 = −
(
1 − 2M

r

)
dt2 +

dr2(
1 − 2M

r

) + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

(13)

である (Mは中心物質の質量).
(10)式のMSCO方程式は

M
r2(r − 6M)
(r − 2M)3 = 0

となる. この方程式の解である r = 6Mは教科書等で

よく知られている Schwarzschild時空の ISCOと一致
する. また,このときの角運動量は (12)式から

L = 2
√

3M

となる.

Kottler(Schwarzschild-de Sitter)時空
計量は

ds2 = −F(r)dt2 +
dr2

F(r)
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

F(r) = 1 − 2M
r
− Λ

3
r2 (14)

である (Λは宇宙定数). MSCO方程式は

4
3
Λr4 − 5ΛMr3 − Mr + 6M2 = 0 . (15)

以下では簡単のため 2Mで規格化した変数を用いる

x :=
r

2M
, λ :=

4
3
ΛM2 .

8λx4 − 15λx3 − x + 3 = 0 . (16)
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Sturmの定理を用いてこの方程式の実数解の個数を
調べる.
この方程式の Sturm列は

f0(x) = 8λx4 − 15λx3 − x + 3 (17)

f1(x) = 32λx3 − 45λx2 − 1 (18)

f2(x) = 225λx2 + 32x − 123 (19)

f3(x) = −1
λ

[2(4725λ + 128)x − 10125λ − 984] (20)

f4 = −
λ(27λ − 4)(16875λ − 16)

(4725λ + 128)2 (21)

正の実数解を持つ範囲 (0,∞)におけるこれら Sturm
列の符号を調べる.
まず λ > 0のとき, Sturm列の符号は

sgn[ f0(0)] > 0 sgn[ f0(∞)] > 0

sgn[ f1(0)] < 0 sgn[ f1(∞)] > 0

sgn[ f2(0)] < 0 sgn[ f2(∞)] > 0

sgn[ f3(0)] > 0 sgn[ f3(∞)] < 0

sgn[ f4] = sgn[−λ(27λ − 4)(16875λ − 16)]

となる. このときの符号変化数V(x)は
(1)16/16875 < λ < 4/27のとき,V(0) = 2 , V(∞) = 2
となる. よってこの領域における正の実数解の個数は
0個.
(2)λ < 16/16875 または λ < 4/27 のとき, V(0) =
3 , V(∞) = 1となる. よってこの領域における正の実
数解の個数は 2個である.
次に λ < 0のとき, Sturm列の符号は

sgn[ f0(0)] > 0 sgn[ f0(∞)] < 0

sgn[ f1(0)] < 0 sgn[ f1(∞)] < 0

sgn[ f2(0)] < 0 sgn[ f2(∞)] < 0

sgn[ f3(0)] = sgn
[
10125λ + 984

λ

]
sgn[ f3(∞)] = sgn

[
−4725λ + 128

λ

]
sgn[ f4] > 0

となる. 符号変化数V(x)は f3(x)の符号にかかわら
ず, V(0) = 2 , V(∞) = 1である. よって λ < 0のと
き,正の実数解の個数は 2個である.

角運動量について計算すると

L2 = − x2(2λx3 − 1)
2x − 3

(22)

となる. rMS CO は 0 < L2 < ∞を満たさなければなら
ないから

3
2
< x <

1
√

2λ
または

1
√

2λ
< x <

3
2

でなければならない. これらからMSCOの個数は
0 < λ ≤ 16/16875のとき, 2個. ISCOと OSCOが存
在する. λ = 16/16875のときは重解.
16/16875 < λのとき, 0個. すべての円軌道は不安定.
λ < 0のとき, 1個
となる.

16/16875 という値は [Z. Stuchlı́k & S. Hledı́k
(1999)]の (24)式 yc(ms) = 12/154という値と一致する.

�

x

L2 = 0
MSCO eq. = 0

図 1: MSCO方程式と L2. 灰色の領域は 0 < L2 < ∞
を満たさない.

OSCOを求めるために, 1 ≫ xとして (16)式の第 1
項と第 3項のみを考える

8λx4 − x = 0 .

よって OSCOは

x =
1
2

(
1
λ

) 1
3

(23)

となる. 次元を元に戻すと

r =
1
2

(
6GM
Λ

) 1
3
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である. Planck[Planck Collaboration (2015)]の結果か
ら Λ ≈ 9514[(km/s/Mpc)2]を代入すると

r ≈ 1.0 × 1016
( M⊙

M

) 1
3

[km]

≈ 324
( M⊙

M

) 1
3

[pc]

となる.

4 まとめ

本研究では球対称時空を仮定し,軌道がMSCOと
なる条件からMSCO方程式を得た. rMS CO はMSCO
方程式の解だけでなく, 0 < E2 < ∞, 0 < L2 < ∞も
満たさなければならないことがわかった.
また, MSCO 方程式には計量の gtt 成分が含まれ

ないことがわかった.　計量の gθθ 成分は多くの場合

gθθ = r2 であるから, MSCO半径 rMS CO は gtt 成分に

よってのみ決まると言ってよい. 相対論の検証におい
て rMS CO の測定は重力赤方偏移の測定と同様と考え

ることができる. また計量の gtt 成分が rについて微

分可能でなければ,円軌道を取ることができないとい
うことがいえる.
具体例として Schwarzschild時空と Kottler時空を
扱った. Schwarzschild時空ではMSCOの値が先行研
究と一致した. Kottler時空ではMSCO方程式が rに

関する 4次方程式となったため, Sturmの定理を用い
て方程式の解の個数を調べた. その結果,宇宙定数 Λ
の値によって ISCOだけでなく, OSCOが現れること
がわかった.
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